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ДИНАМИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ШАРНИРНО – РЫЧАЖНЫХ МЕХАНИЗМОВ 

(Методические указания к выполнению индивидуальных заданий)

Основные теоретические положения


Основной задачей динамики является изучение влияния свойств тел и окружающей среды, внешних и внутренних воздействий на движение материальных частиц [1-3].


В кинематике использованы понятия пространства и времени. Все остальные являются производными от уравнений движения по времени и направлениям: компоненты скорости, ускорения, тензоры деформации и скорости деформации [3, 4].

Понятия динамики (сила, масса, импульс, энергия) не так очевидны и требуют дополнительных пояснений. Особенно это относится к «силе», которую Лагранж называл причиной движения [5]. Обычно в учебной литературе ограничиваются  формулировкой «сила - одна из мер механического взаимодействия материальных тел», иногда добавляя «с векторными свойствами». Как правило, при этом ссылаются на второй закон Ньютона (основной закон инерции F = ma), что не совсем корректно, так как законы не определяет понятия, а дают связь между понятиями (в данном случае между силой F, массой m и ускорением a). В популярном журнале «Квант» отмечено, что законы Ньютона не раскрывают понятия «сила» [6].
Утверждение, что «сила считается основным, первичным понятием, не выражающимся через другие понятия», наподобие времени [3, стр. 161], не является общепринятым. 
Отсутствие четких определений затрудняет понимание физического или механического смысла явлений, связанных с движением и деформацией. 

Чтобы внести определенность и конкретизировать смысл основных понятий динамики, по аналогии с кинематикой, воспользуемся одним «первичным» понятием, необходимым для формулировки объективного закона движения. Объективность должны обеспечивать его объективные (не зависящие от субъективных факторов) аргументы. Причем эти аргументы должны быть инвариантами уравнений движения, так как любые, значимые с точки зрения механики, воздействия должны проявляться в уравнениях движения, например в форме Лагранжа [3, 7]
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 - переменные Эйлера и Лагранжа, соответственно. 
Логическим основанием для утверждения о достаточности кинематических инвариантов при описании любых явлений, связанных с движением, может быть положение, которое обычно не упоминается и считается само собой разумеющимся, что в механике рассматриваются только такие воздействия, которые отражаются на уравнениях движения и их инвариантах. Инвариантами называют величины, которые не зависят от субъективных факторов, таких как выбор вида (прямоугольная, цилиндрическая и др.), начала и направления осей системы координат наблюдателя. Следовательно, уравнения движения и их инварианты несут информацию, характеризующую все внешние воздействия и внутренние изменения, происходящие в процессе движения.


В соответствии с основным постулатом механики, поведение системы материальных частиц зависит только от их положения и скоростей. Из этого следует, что 12 независимых локальных инвариантов 
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 системы (1), включая 2 модуля векторов перемещения 
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 и скорости 
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, а также пройденный частицей путь s, несут всю информацию, необходимую для определения ускорений и других характеристик, связанных с движением и изменением состояния каждой частицы сплошной среды [7, 8]. 

Чтобы характеризовать состояние частицы, необходимо привести 12 инвариантов к одному обобщенному скаляру, иначе нельзя сравнивать состояния одной частицы в разные моменты времени или нескольких частиц в один момент времени. Такая обобщенная скалярная величина была введена еще во времена Аристотеля и получила название «энергия». За прошедшее время по существу не изменилось ее определение: энергия - скалярная физическая величина, являющаяся единой мерой различных форм движения материи [8, 9]. 
Все инварианты являются локальными, т. е. в общем случае изменяются при переходе от одной частицы к другой. В простейшем случае энергию бесконечно малой частицы 
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 с объемом 
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 можно представить в виде суммы слагаемых (отдельных видов энергии) 
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, каждое из которых зависит только от одного инварианта и является произведением 
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 и скалярных коэффициентов 
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Закон сохранения энергии говорит о неизменности правой части, а взаимодействие частиц в процессе движения сводится к обмену энергией.
Коэффициенты 
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 обеспечивают единую размерность слагаемых и должны характеризовать физические свойства частицы или среды, в которой происходит движение. Они не являются независимыми, так как связаны законом сохранения энергии. Выбор значения и размерности одного из них оказывает влияние на значения и размерность других. Соотношение между этими множителями можно найти, рассматривая движения, когда изменяются соответствующие виды энергии. 

Например, соотношение между коэффициентами при модулях векторов перемещения и скорости, которые по общепринятой терминологии характеризуют потенциальную и кинетическую энергию, можно определить, рассматривая свободное падение тела в виде материальной точки. 

Если ориентировать ось z по направлению гравитационного поля (к Земле), тогда для приращений потенциальной dEp и кинетической dEk энергии следует записать (нижний индекс t у координаты z соответствует дифференцированию по времени, 
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Кинетическая энергия не зависит от направления скорости, поэтому вместо модуля использован квадрат скорости. Изменение потенциальной энергии зависит от направления перемещения и это должен учитывать знак приращения координаты z. Из закона сохранения энергии 
dEк + dEp = 0
следует 
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, что приводит к общепринятым выражениям для кинетической и потенциальной энергии точки 
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Для практического использования закона сохранения энергии надо определять приращения энергии, которые в общем случае зависят от изменения каждого из инвариантов в правой части уравнения (2)
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Операторы d  и 
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 характеризуют бесконечно малые приращения функций во времени и в пространстве переменных Лагранжа, соответственно. 
Множители 
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, определяющие приращение энергии 
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 на приращениях обобщенных кинематических координат 
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, в дальнейшем будем называть обобщенными силами. Обобщенная сила для бесконечно малой частицы

[image: image27.wmf]0

V

q

k

q

E

Q

j

i

i

j

i

ij

d

x

d

d

¶

¶

=

¶

¶

=

.

 


(4)
В качестве обобщенной кинематической координаты 
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 могут быть приняты текущие декартовы, полярные, цилиндрические, сферические координаты, их производные по времени или направлениям и пр. В зависимости от особенностей обобщенной кинематической координаты 
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 (линейные или угловые перемещения и пр.) обобщенные силы 
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 могут иметь различную размерность и свойства. Если измерять энергию в джоулях (Дж = Н*м), тогда обобщенные силы на линейных перемещениях будут измеряться в ньютонах, а на угловых перемещениях – в ньютонометрах (Н*м), на приращениях квадратов скоростей – в килограммах (кг). Изменение объемной плотности энергии на безразмерных кинематических координатах (деформациях) измеряется в Паскалях (Па = Н/м2) и т.д. [7, 8].
Так как произведение обобщенных сил и соответствующих кинематических координат должно быть скалярной величиной, обобщенные силы сохраняют математические свойства соответствующих им кинематических координат: для линейных и угловых перемещений они являются векторами, для скалярных параметров – скалярами, на тензорных кинематических координатах – тензорами (тензор напряжений) и пр. [7].

В общем случае обобщенные силы являются субъективными, так как каждый из инвариантов 
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, в зависимости от особенности рассматриваемой задачи, может быть представлен через проекции векторов в принятой системе координат наблюдателя (декартовой, цилиндрической, сферической и пр.), субъективной по своей природе. Только произведение субъективных компонент обобщенных сил (4) и соответствующих приращений 
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 (или скоростей 
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) обобщенных координат в соответствии с уравнением (3) позволяет получить скалярную характеристику состояния (или процесса) – изменение энергии (или мощность). Именно для расчета этих объективных характеристик движения они предназначены, но для этого необходимо знать полный комплект обобщенных сил и соответствующих кинематических координат.
Для каждого вида энергии можно предложить несколько вариантов представления правой части уравнения (3). Например, для кинетической энергии материальной точки с массой m кинематическими координатами могут быть ее эйлеровы координаты xi или скорости xi,t, а также непосредственно квадрат скорости v2. В частности, при движении вдоль оси  z для приращения кинетической энергии можно записать 
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В каждом из этих случаев обобщенными силами являются масса m (с постоянным коэффициентом ½), произведение массы на ускорение m*a (ньютоновы силы инерции) или на скорость m*v (количество движения).
Учитывая, что различные виды энергии могут быть определены не только как локальные функции для бесконечно малых частиц механической системы, но и как интегральные для макрообъемов системы или, например, абсолютно жестких тел в целом, предлагаемый подход предусматривает деление обобщенных сил на локальные и интегральные, например приведенные к кинематическим характеристикам центра массы тела или других особых точек, на приращениях кинематических координат которых следует определять изменение соответствующих видов энергии.
Таким образом, для однозначного определения приращения энергии частицы или скорости ее изменения необходимо знать весь комплект обобщенных сил и соответствующих им кинематических координат, а каждую из обобщенных сил Qij следует классифицировать по виду энергии, приращение которой она определяет, и по типу обобщенной кинематической координаты, множителем при которой она является при записи уравнения (3), с дополнительным указанием на локальный или интегральный (по объему или времени) ее характер.


При отсутствии деформации, т, е. для абсолютно твердых тел, к которым относят звенья шарнирно-рычажных механизмов, определяющими остаются три инварианта: 
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 и s, которые определяют значения потенциальной Ер и кинетической Ек энергии, а также диссипативные процессы – потери энергии за счет трения. В теоретической механике последние относят к внешним воздействиям.
Чтобы уточнить понятие “внешних воздействий”, постулируем существование некоторой системы, движение всех элементов которой не зависит от материальных тел и источников объёмных взаимодействий, находящихся за её пределами. Такую систему, которая не обменивается с внешней средой энергией и веществом, называют изолированной.
Для анализа движения отдельных элементов механической системы их можно выделить в самостоятельные подсистемы, заменив действие отброшенных частей некоторыми эквивалентными по воздействию на движение (этой подсистемы) функциями. Именно такие функции, которые представляют собой математические образы внешних по отношению к рассматриваемой подсистеме материальных объектов или потенциальных полей, оказывающих влияние на её движение и позволяющих описать его уравнениями типа (1), будем называть обобщёнными внешними силами.

Предположение о возможности существования изолированной системы является абстрактным, но оно целесообразно. Проблема состоит не в доказательстве возможности существования таких систем, а в умении правильно заменить действие отбрасываемых частей на оставшиеся в анализируемой системе эквивалентными (по влиянию на движение материальных частиц) математическими функциями - обобщёнными внешними силами. 

Систему можно считать изолированной, если внешними воздействиями можно пренебречь. Недостаток информации, погрешности теории или конкретные цели поставленной задачи могут быть объяснением применения такой приближённой модели. К таким системам, пренебрегая трением, могут быть отнесены математический или физический маятники, падающее тело. 

Если же отбрасываемые части оказывают существенное влияние на движение исследуемой системы, тогда оно должно быть учтено через обобщённые силы внешних воздействий.

Если отбрасываемые части можно рассматривать как недеформируемые твёрдые тела, для каждой из них должно быть учтено изменение энергии положения и движения, а также внешних воздействий, учитывающих влияние ранее отброшенных частей. Заменяющие их обобщенные силы должны быть приведены к характерным точкам, например осям шарниров, соединяющих оставшиеся и отбрасываемые части.

Переход к обобщённым силам целесообразен при анализе механизмов привода рабочего инструмента без описания движения частиц в технологических процессах, для выполнения которых они предназначены. Например, технологические нагрузки на ползуне штамповочного пресса изменяются в зависимости от выполняемых операций, свойств материалов и пр. При расчёте кривошипно - ползунного механизма привода пресса их можно заменить некоторой силовой функцией координат, перемещения или скорости точки закрепления штампа на ползуне, либо угла поворота кривошипа. Со стороны источника энергии можно не рассматривать особенности её передачи на приводной вал кривошипа, для которого обобщённой координатой будет угол поворота. Действие отброшенных частей (двигателя, редуктора и пр.) можно заменить эквивалентным моментом М0 на приводном валу.
С учетом энергии внешних воздействий 
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 на границах бесконечно малого параллелепипеда 
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(5)
закон сохранения энергии для бесконечно малой частицы принимает вид
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(6)
Закон сохранения энергии определяет особенности движения любых механических систем. Все другие принципы и теоремы (статики и динамики) можно рассматривать как его частные случаи и следствия. Для абсолютно твердых тел его обычно применяют в интегральном (по объему) виде
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и для обобщенных сил вместо уравнений (3), (4) будем иметь
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В дальнейшем вместо двух индексов в обозначениях сил Qij будет использован, с учетом традиций теоретической механики, один Qi или Fi для сил с размерностью [H] и Mi для моментов с размерностью [Нм].
Обобщенные силы кинетической энергии


Возможные варианты обобщенных сил кинетической энергии для материальной точки рассмотрены выше. Практический интерес представляют обобщенные силы для конечных тел.

По определению кинетическая энергия движения системы частиц в объёме тела V  с плотностью 
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 пропорциональна квадрату их скорости v2
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и может быть вычислена, в соответствии со свойствами интеграла, через сумму кинетических энергий составляющих его элементов. При плоском движении твердого тела
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с учетом соотношений между компонентами скорости произвольной частицы и полюса Р [7, 10]

[image: image50.wmf])

(

)

(

P

t

P

t

t

y

y

x

x

-

-

=

-

j

; 
  
[image: image51.wmf])

(

)

(

P

t

P

t

t

x

x

y

y

-

=

-

j

 , 


(9)
кинетическую энергию определяет интеграл
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Преобразуем правую часть к виду
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Переходя к координатам центра масс
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после интегрирования находим 
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С учётом понятия осевого момента инерции JP
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окончательно получаем
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(10)

Таким образом, для определения кинетической энергии тела необходимо знать положение центра масс C(xC, yC) и его скорость, а также момент инерции тела JP относительно оси, проходящей ортогонально плоскости вращения через полюс Р. Его величину можно найти через осевой момент инерции JC относительно оси, проходящей через центр масс С,
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Наиболее простой вид уравнение (10) принимает для случая, когда полюс совпадает с центром масс (xi)P = (xi)C , 
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Как частный случай из него следуют уравнения для кинетической энергии поступательно движущихся тел, например ползуна (угловая скорость 
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и вращающихся относительно неподвижной точки, например кривошипа
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где 
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 - угловая скорость, 
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 - момент инерции тела относительно оси вращения. 


Особо следует отметить, что моменты инерции JP или JC могут быть вычислены как по начальной (t = 0), так и по текущей конфигурации тела, так как в любой момент времени [7, 11]
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В практических расчетах удобнее пользоваться не приращением энергии, а скоростью их изменения. Для кинетической энергии при плоском движении, с учетом уравнения (11), получим 
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Множители при скоростях соответствуют обобщенным силам кинетической энергии на линейных и угловых скоростях
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с учетом которых правая часть (14) принимает вид


[image: image75.wmf]C

t

C

t

C

y

C

t

C

x

k

k

M

y

F

x

F

dt

dE

W

j

+

+

=

=

)

(

)

(

)

(

)

(

.


(16)

Силу F = ma часто называют «ньютоновой силой инерции» [12]. Но этот термин не включает момент 
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. Чтобы объединить все 3 компоненты обобщенных сил (15) одним термином, воспользуемся словом “кинетика” (приводящий в движение) и будем называть их «кинетическими обобщенными силами». 
Если вместо центра масс С принять произвольную точку Р за полюс, относительно которого вращается тело, из уравнения
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для кинетических обобщенных сил получим
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Учитывая кинематические соотношения для плоскопараллельного движения [10]
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первые два уравнения принимают вид
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Отсюда следует, что известные зависимости F = ma  и 
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 с позиций энергетической модели механики следует рассматривать не как законы, а как определение обобщенных сил, характеризующих изменение кинетической энергии абсолютно твердого тела на линейных перемещениях центра масс или любой другой точки этого тела и угловых поворотах тела. 

Знаки компонент обобщённых сил (момента Mi и сил Fi) определяют знаки ускорений соответствующих обобщённых (линейных или угловых) координат.


Таким образом, изменение кинетической энергии движения тела можно характеризовать совокупностью векторов сил и моментов, приведенных к любой точке пространства переменных Лагранжа, связанного с движущимся телом. Из условия тождественности двух форм представления приращения энергии 
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можно сделать следующие выводы: 
1) множители линейных перемещений (ньютоновы силы инерции или кинетические силы) определяются только массой тела и ускорением центра масс. При переходе от одного полюса к любому другому, совпадающему с определённой частицей тела или произвольной геометрической точкой, принадлежащей пространству переменных Лагранжа, связанного с этим телом, векторы ньютоновых сил инерции и их проекции не изменяются 
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2) зависимость между кинетическими моментами (характеризуют интенсивность изменения кинетической энергии на угловых перемещениях тела), приведенными к различным точкам пространства, можно выразить через скорости соответствующих точек 
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или их координаты
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Если известны обобщённые силы для одной из точек, их всегда можно преобразовать к другой. 


В теоретической механике [1-4] обычно используют термин “точка приложения” силы или момента. Принимая во внимание энергетический смысл обобщённых сил и возможность произвольного выбора полюса, для каждой их совокупности его правильнее называть точкой приведения обобщенных сил.
Обобщенные силы потенциальной энергии и внешних воздействий
Для потенциальной энергии гравитационного поля (ось y направлена к центру Земли)
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(17)
обобщенная сила Qр равна по модулю весу тела (
[image: image95.wmf]mg
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), но направлена не вниз, как обычно изображают на схемах, а в сторону возрастания энергии.

Обобщенные силы внешних воздействий можно получить из уравнения (5). Интегральные по объему обобщенные силы для твердых тел должны учитывать приращение работы не только на линейных, но и на угловых перемещениях  
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Переходя от приращения энергии Ее к скорости ее изменения 
[image: image97.wmf]dt
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, при плоскопараллельном движении получим уравнение, аналогичное скорости изменения кинетической энергии (16)
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(18)
Технологические силы Тi являются частным случаем внешних сил, поэтому можно воспользоваться уравнением
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(19)
где индекс Т указывает точку их приложения (приведения), т. е. для расчета их мощности надо заданную совокупность сил Тi умножить на линейные скорости точки Т, а момент МТ – на угловую скорость звена 
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Разница в том, что если для кинетической энергии обобщенные силы Fi и MC определяются массовыми и кинематическими характеристиками тела, то Qi и Mi или Тi и MТ зависят от внешних воздействий, которые должны быть сформулированы в виде функций времени, согласованных с изменением скоростей точек, к которым они приведены. Только в этом случае они будут правильно отражать влияние отбрасываемых частей на движение рассматриваемой механической системы (см. примеры расчета на указанных ниже сайтах).

Определение внешних сил по уравнению (18) допускает существование в правой части скалярных произведений ортогональных векторов сил 
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Такие силы 
[image: image104.wmf]N
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, скорость точки приведения которых либо равна нулю (неподвижные опоры механизма), либо направлена ортогонально силе, будем называть пассивными, они не изменяют энергию внешних воздействий. Пассивные силы можно отнести к потенциальным, так как они могут производить мощность при изменении кинематических связей. Кроме этого, они играют существенную роль в диссипативных процессах и определяют силы трения на поверхностях контакта.
Приведение произвольной системы обобщенных сил к новому полюсу

Рассмотрим произвольную систему обобщенных сил, например, действующих на шатун шарнирно – рычажного механизма (рис. 1). Она включает ньютоновы силы инерции 
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 и момент МС, приведенные к центру массы шатуна
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технологические силы Tx, Ty  и момент MT, приведенные к точке съема мощности Т, а также внешние обобщенные силы Qx, Qy, MD приведенные к оси шарнира D, эквивалентные мощности, необходимой для движения отбрасываемых частей, например, ползуна, и выполнение технологической операции (например, с дополнительной точкой съема мощности на ползуне).

Требуется определить энергетически эквивалентную систему обобщенных сил, приведенную к оси шарнира В, через который требуемая мощность поступает от внешнего источника (электродвигателя), например, через кривошип, с которым шатун образует вращательную кинематическую пару в шарнире В.
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Рис. 1. Приведение произвольной системы сил к новому полюсу

Чтобы найти общий вид соотношений для обобщенных сил, запишем энергетическое тождество в виде равенства поступающей и потребляемой мощности
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где индексы соответствуют точкам приведения мощностей, 
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 - скорости изменения кинетической и потенциальной энергии. Каждое слагаемое представим через обобщенные силы в соответствии с уравнениями (17) – (19)
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Условие энергетического баланса на шарнире В принимает вид
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Преобразуем скорости точек С, D и Т в правой части энергетического тождества к скоростям нового полюса приведения сил В в соответствии с уравнениями
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В результате  получим
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Равенство будет выполнено, если приравнять в обеих частях множители при одинаковых компонентах скорости точки В и угловой скорости вращения звена. Отсюда получим значения обобщенных сил (компоненты главного вектора сил и главного момента):  
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Полученные уравнения по существу совпадают с используемыми в курсе «Сопротивление материалов» для определения внутренних силовых факторов [11]. А если поступление энергии отсутствует, обе части равенства обращаются в 0, движение прекращается, наступает «равновесие», уравнения совпадают с «уравнениями статики» [3, 4]: сумма проекций всех сил на любую ось и сумма моментов всех сил относительно любой точки равны 0.
Особо отметим, что они записаны не как аксиомы, а как следствие закона сохранения энергии. Возможность равномерного (без ускорений) поступательного или вращательного движения без дополнительного поступления энергии следует из уравнений (11) и (14).
Уравнения (23) справедливы для любых звеньев шарнирно – рычажных механизмов, но для коромысел и ползунов они могут принимать более простой вид (см. ниже).
Парактивные и парпассивные силы

Как показано выше, для любого шарнира система действующих на звено сил может быть приведена к вектору силы с проекциями 
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 и моменту МВ. Реализация определяемых ими энергетических потоков на различных механизмах может отличаться. Например, у роботов на каждом шарнире устанавливается автономный (независимый) привод, который обеспечивает требуемый момент МВ и его зависимость от фазы цикла.

В шарнирно – рычажных механизмах (с замкнутой кинематической цепью) шарниры выполняют роль осей и не передают крутящие моменты. В этом случае доля мощности, затрачиваемая на вращение звена моментом МВ с угловой скоростью 
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, например, относительно шарнира В на рис. 2, создается за счет дополнительной силы 
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[image: image133.wmf]B

v

r

,

[image: image134.wmf]B

B

t

В

v

R

M

r

r

×

=

y

.




(24)

Рис. 2. Парактивная 
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 силы
Но сила 
[image: image137.wmf]В

R

r

 будет обеспечивать вращательное движение звена, если появится другая сила, равная ей по величине и противоположная по направлению, которая не приводит к появлению дополнительной мощности. Этим условиям выполняет сила 
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, если она ортогональна скорости точки 
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В проекциях на оси координат оба уравнения приводят к системе
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решение которой имеет вид
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t

B

D

D

t

B

D

D

t

B

D

x

B

x

y

y

y

x

x

x

y

M

N

R

)

)(

(

)

)(

(

)

(

)

(

)

(

-

+

-

=

-

=

;



(26)
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Учитывая особую роль  пары сил 
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, воспользуется терминологией Ишлинского А.Ю. [12] и будем называть их парактивными и парпассивными, соответственно. Приставка «пар» подчеркивает их одновременное существование и назначение. Эти силы обеспечивают выполнение закона сохранения энергии на любом звене или группе звеньев при согласованном с кинематическими связами движении.
Обобщенные силы на смежных звеньях кинематических пар 

Пересчет момента МВ в пару сил 
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 и 
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 соответствует фактическому механизму передачи энергии. Но для предварительных расчетов, пока не будет выполнена интегральная проверка энергетического баланса для механизма в целом (по значению момента на приводном валу), можно сохранить энергетически эквивалентные им совокупности обобщенных сил с проекциями сил 
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Рис. 3. К пересчету момента МВ на смежных звеньях
Для продолжения силового расчета на смежных звеньях кинематических пар они, с учетом различия угловых скоростей, должны быть пересчитаны в новые значения из условия равенства передаваемой ими мощности
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где 
[image: image154.wmf]t
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 - угловые скорости ведущего и ведомого звеньев, которые определены на этапе кинематического анализа механизма. Получаемый при этом момент 
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 будет выступать в роли внешней обобщенной силы на шарнире В, но уже в подсистеме звена 2, т. е. на точке приведения В2.

Аналогичная ситуация возникает на кулисных парах, на которых частицы смежных звеньев с одинаковыми пространственными координатами, например точки В2 и В3 на смежных звеньях 2 и 3, движутся с разными линейными скоростями. В то же время угловые скорости смежных звеньев кулисных пар остаются одинаковыми 
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Механизм передачи энергии на кулисных парах может быть различным, в том числе за счет сил в направлении относительного перемещения, как в пневмо- или гидроцилиндрах, или в перпендикулярном направлении (по направлению кориолисовых ускорений), как в синусных и тангенсных механизмах, при сохранении роли кинетических моментов [1, 2].

Для выполнения энергетического баланса на смежных звеньях кулисных пар возможны различные комбинации обобщенных сил, в том числе с сохранением кинетического момента МВ и пересчетом кинетической силы 
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, приведенной к геометрической точке В3 ведомого звена, на новое значение 
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, приведенное к геометрической точке В2 ведущего звена (поставщика энергии) при выполнении условия равенства передаваемой мощности

Рис. 4. К пересчету обобщенных сил на кулисных парах
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или, в проекциях на оси координат,
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Для выполнения энергетического баланса обобщенные силы, приведенные к линейным скоростям точки В3 на звене 3, преобразуются к новым значениям, приведенным к линейным скоростям точки В2 на звене 2 в соответствии с соотношениями 
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Координаты точки В2 меняются и в каждый момент на ведомом звене (получателе энергии) в геометрической точке В3 с такими же координатами  будет находиться другая частица, для которой предварительно необходимо вычислить компоненты скорости (xt)B3, (yt)B3, используя в качестве полюса неподвижную ось коромысла (a, b) и известные текущие координаты этой частицы по уравнениям
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Такой пересчет не изменяет скалярную величину передаваемой мощности на кулисной паре 
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Последовательность и этапы  динамического анализа
Перед выполнением динамического анализа необходимо ввести в блок исходных данных дополнительную информацию о лагранжевых координатах центров масс звеньев и точек съема мощности (как минимум на одном звене), значениях масс и моментах инерции относительно центральных осей  звеньев, а также принятой или заданной зависимости технологических сил от угла поворота кривошипа (или иного кинематического параметра начального механизма). 

Этих данных, вместе с кинематическими характеристиками движения центров масс звеньев и точек съема мощности (определяются по методике, описанной в работе [10]), достаточно для расчета кинетической энергии Ек и скорости ее изменения Wk через обобщенные силы (кинетические силы и моменты), приведенные к центрам масс Fi, MC
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приращения потенциальной энергии и скорости ее изменения Wp
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мощности технологических сил WT  на скоростях точки приведения Т,
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При выполнении силового расчета каждое звено рассматриваем отдельно, заменяя смежные звенья энергетически эквивалентными совокупностями обобщенных сил, рассматривая их как внешние воздействия.
Расчет обобщенных сил, приведенных к осям шарниров, надо начинать с наиболее удаленного от кривошипа звена и последовательно переходить от обобщенных сил, приведенных к центрам масс и точкам съема мощности, к новым центрам, совпадающим с осями шарниров, через которые поступает энергия на рассматриваемые звенья механизма.
При этом можно пользоваться общими уравнениями (23), но, как показывает опыт, количество ошибок уменьшается, если повторить весь алгоритм приведения произвольной системы сил к новому центру (полюсу).
1. Записываем в общем виде энергетическое тождество для оси шарнира, на кинематических координатах которого следует определить обобщенные силы по образцу

[image: image175.wmf]...

+

+

+

+

=

pC

D

T

kC

B

W

W

W

W

W


2. Мощность, поступающую со стороны ведущего звена, рассматриваем как внешнее воздействие и преобразуем ее через искомые обобщенные силы и компоненты скорости этого шарнира   
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3. Каждое слагаемое правой части выражаем через известные обобщенные силы и компоненты скорости точек их приведения (должны быть определены на этапе кинематического анализа).
4. Заменяем компоненты скорости точек приведения сил правой части энергетического тождества в соответствии с кинематическими соотношениями рассматриваемого звена через угловую скорость вращения звена и компоненты скорости шарнира, принятого за новый центр приведения обобщенных сил.
5. Группируем множители при одинаковых компонентах линейных и угловых скоростей в правой части тождества и приравниваем каждую группу соответствующей обобщенной силе из левой части тождества.
6. Умножая полученные результаты на компоненты скорости нового центра, получаем мощность, необходимую для реализации движения рассматриваемого звена и всех потребителей, которым она передает мощность от внешнего источника.

7. Проверяем выполнение энергетического баланса, записанного в п. 1, используя в правой части вместо обобщенных сил фактические значения мощностей (их значения должны были быть определены перед началом силового расчета, см. выше).
8. В случае невыполнения баланса, устраняем ошибки, которые, как правило, возникают в разделе кинематического анализа механизма.

9. В случае выполнения энергетического баланса, используем получен-ные значения обобщенных сил как внешние для расчета на следующем, ближе к кривошипу, звене.
Для большей определенности будем называть вычисленные таким образом силы Qi активными.

Предварительный этап силового расчета завершается определением момента на приводном валу кривошипа по уравнению
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Так как ось кривошипа неподвижна (компоненты линейной скорости равны 0), силовой расчет выполнен верно, если выполняется энергетический баланс для всего механизма
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В правой части должна быть учтена сумма мощностей всех потребителей, включая затраты мощности на движение 
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 звеньев, а также на выполнение технологических операций 
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 на всех точках съема мощности.
Для справки ниже приведены уравнения для расчета обобщенных сил на звеньях различного типа.

Обобщенные силы на шатуне 
Расположение точек и обозначения обобщенных сил на шатуне приведены на рис. 1. Исходное энергетическое тождество
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Обобщенные силы на шарнире В
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Здесь точки В и D соответствуют осям шарниров со стороны поступления энергии (В) и ее потребителей (D), С – центр масс шатуна, m - его масса. Точка съема мощности Т может отсутствовать, тогда соответствующие силы и моменты обращаются в 0: (Тх)Т  = 0, (Тх)Т  = 0, МТ = 0.
Обобщенные силы на коромысле
Расположение точек и обозначения обобщенных сил на коромысле приведены на рис. 5. Исходное энергетическое тождество
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Рис. 5. К расчету обобщенных сил на коромысле
Записываем каждую мощность через обобщенные силы :
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Используя кинематические соотношения [10]
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записываем энергетическое тождество через компоненты скорости оси шарнира D и угловую скорость звена,
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых скоростях (xt)D, (уt)D, 
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Эта совокупность обобщенных сил не совпадает с полученной по формулам (23) или (30) для шатуна, но мощность, вычисленная с применением этих комбинаций обобщенных сил и соответствующих им линейных скоростей точек приведения (угловая скорость звена не меняется) для обоих вариантов одинакова.

Обобщенные силы на ползуне   
Исходное энергетическое тождество предусматривает наличие на ползуне точки съема мощности Т
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Так как ползун движется поступательно, угловая скорость вращения равна 
[image: image206.wmf]t
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=0, но третье слагаемой в уравнении для мощности технологических сил оставлено, чтобы отметить возможность наличия момента МТ, например, если хвостовик и центр давления штампа не совпадают.

Так как скорости всех точек на ползуне одинаковы, получаем
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Технологический момент МТ на величину обобщенных сил на ползуне не влияет.
Обобщенные силы на кривошипе

С точки зрения кинематики, кривошип является частным случаем коромысла, но через него поступает мощность от внешних источников для движения всех звеньев механизма и выполнения технологических операций. Энергетическое тождество учитывает затраты на движение WC (кинетические силы приведены к центру массы С), изменение положения центра массы кривошипа Wp, а также на передачу мощности через шарнир А шатуну и другим потребителям WA 
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Сосредоточенные силы на неподвижной опоре не производят мощности, т. е. являются пассивными, поэтому их можно определить по уравнениям
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Момент на приводном валу определяем из энергетического баланса
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С учетом кинематических соотношений на кривошипе
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получаем
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Уравнение (33) определяет значение момента на приводном валу через обобщенные силы на всех кинематических парах механизма, так как их значения учитываются в силовом расчете последующих звеньев. Но этот же момент может быть определен из общего энергетического баланса для механизма в целом по уравнению (29). Равенство этих двух результатов может служить критерием правильности всех расчетов, в том числе при кинематическом анализе механизма.
Корректировка результатов силового расчета

На заключительном этапе силового расчета, учитывая особенности шарнирно-рычажных механизмов, следует пересчитать моменты на осях шарниров к парам (парактивные и парпассивные) сил в соответствии с уравнениями (26). После этого целесообразно провести проверку энергетической эквивалентности замены момента на парактивную силу и отсутствие новых источников мощности за счет парпассивной силы по уравнениям (24), (25).
После проверки правильности всех расчетов (энергетические балансы не нарушены), для осей шарниров, где возникают парактивные и парпассивные силы, следует вычислить суммарные силы Si 
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(34)
или полные Pi, если добавляются еще и парпассивные силы 
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(35)

Итого, на каждой кинематической паре можно указать различные комплекты обобщенных сил: активные Qi с моментом MK, суммарные Si, но уже без момента MK, и полные Pi. Причем все перечисленные комплекты на скоростях кинематических координат соответствующих точек должны обеспечивать одно и то же значение мощности, т. е. все комплекты должны быть энергетически эквивалентными.

После завершения всех пересчетов на всех осях шарниров должны остаться только силы, создающие мощности на линейных скоростях (моменты должны отсутствовать). На каждом звене должно выполняться энергетическое тождество только за счет обобщенных сил на линейных скоростях осей шарниров.
Если энергетический баланс для мощностей W выполняется на всех звеньях, тогда можно гарантировать выполнение закона сохранения энергии на любых сегментах, в том числе для всего механизма в целом.
Определённые таким образом силы и моменты могут быть использованы для расчёта деформаций и оценки прочности звеньев механизма по различным методикам, например принятым в курсе “Сопротивлением материалов”.

Мощности, вычисленные через обобщенные силы, приведенные к центрам масс звеньев, соответствуют затратам на движение самих звеньев для принятых положений центров масс, значений массы и момента инерции относительно центральных осей. Они могут быть изменены и минимизированы за счет переноса центра массы в область малых смещений и скоростей, в идеале – на неподвижные точки пространства переменных Лагранжа соответствующих звеньев (например, на ось вращения для кривошипа).

По энергетическим признакам можно выделить механизмы с последовательными, параллельными и разветвляющимися энергетическими потоками. Мощности, вычисленные для осей шарниров, соединяющих смежные звенья, дополнительно учитывают затраты энергии на движение всех звеньев механизма за соответствующим шарниром и выполнение технологических операций на рассматриваемом направлении энергетического потока. Характер изменения энергетических потоков на протяжении цикла может служить надежным индикатором стабильности работы механизма, особенно в области критических точек с резким возрастанием усилий на отдельных элементах.

В динамике различают два типа задач: 1) по заданным внешним воздействиям требуется найти движение системы, 2) по заданному движению требуется найти внешние воздействия, которые обеспечивают его реализацию.


Динамический анализ шарнирно-рычажных механизмов можно отнести ко второй задаче, так как движение всех звеньев определено кинематическими связями и геометрическими размерами звеньев. Вместе с тем, для маховичных приводов угловое ускорение кривошипа должно быть согласовано с моментом инерции маховика и после завершения силового расчета можно внести исправление в блок режима работы кривошипа, заменив ранее использованную модель с произвольно взятым ускорением на угловое ускорение, соответствующее принимаемому значению момента инерции маховика Jm и возникающему на приводном валу моменту (33)
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Разрабатываемая математическая модель механизма может быть использована для его оптимизации, в том числе за счет выбора более рационального расположений центров масс звеньев и их массовых характеристик (уравновешивания механизма), что приводит к снижению амплитуды колебаний момента на приводном валу, угловых ускорений кривошипа и, как следствие, к снижению обобщенных сил, приведенных к осям шарниров

Для учета трения в шарнирах следует дополнительно учесть затраты мощности на их преодоление по одной из известных моделей [1, 2].

 
Некоторые дополнительные вопросы динамического анализа шарнирно – рычажных механизмов рассмотрены в работах [12-15].
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